Model Examen Algebra Liniara - ianuarie 2026
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1. (1p oficiu) Fie V un K spatiu liniar.

(a) (4p) Definiti nucleul si imaginea unui operator liniar T: V — V.
(b) (4p) Demonstrati cd KerT este subspatiu liniar al lui V.

(¢) (1p) Dacd V are dimensiunea finitd n, enuntati teorema ce specificd legitura dintre dimensiunile lui
KerT si ImT.

2. (1p oficiu) Spatii liniare euclidiene.
(a) (3p) Definiti produsul scalar pe spatiul liniar real V' si norma indusid de acesta. Dati exemplu de un
produs scalar pe R2. Motivati de ce este produs scalar.
(b) (2p) Enuntati toate proprietitile normei.

(¢) (4p) Demonstrati inegalitatea lui Cauchy, |< Z,§ >|<|| Z |||| 7 ||, VZ,§ € V. Céand are loc egalitatea?
Motivati!

3. (1p oficiu) Fie forma biliniara g : R? x R3 — R,
9(x,y) = x1y1 — T1y2 + 21Y3 — T2y + 3T2ye — 3T2y3 + T3y1 — 3w3Y2 + T3Y3.

(a) (2p) Determinati matricea ei in raport cu baza canonici si demonstrati ci g este simetrica.

(b) (5p) Determinati forma patraticd asociatd lui g si aduceti-o la forma canonica printr-o metoda la alegere.
Determinati baza in raport cu care forma patratica are forma canonica.

(c) (2p) Verificati daci g este produs scalar pe R3.

4. (lp oﬁciu) Fie aplica‘gia @Y R3 — R3, %) ($1, 372,553) = ( 3z; — 22 + r3, —x1+ 5xg — xr3, T1— T2+ 33 )
(a
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1p) Verificati ci ¢ este operator liniar.

1

)
1p) Scrieti matricea A a lui ¢ in raport cu baza canoninici a lui R3.
2p) Demonstrati ci ¢ este inversabil si determinati ¢~ 1.
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) (1p) Determinati polinomul caracteristic asociat lui ¢. Aflati riadécinile caracteristice ale lui ¢ si
specificati ordinele lor de multiplicitate.

(e) (2p) Determinati subspatiile invariante formate din vectori proprii ai lui .

(f) (1p) Este ¢ diagonalizabil? In caz afirmativ determinati forma diagonali a lui ¢ si baza in care se obtine
aceasta forma. In caz negativ, determinati forma canonica Jordan si baza in care ¢ are aceasta forma.

(g) (1p) Calculati A,



